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Solide en translation Définition : Moment cinétique par rapport a un point
Soit un point matériel de masse m de position M dans un référentiel %, animé d’une
Définition : Solide en translation quantité de mouvement g = mvg (M) par rapport 3 Z et O un point de 2. On nomme
Un solide est dit en franslation dans un référentiel 2 si a chaque instant tous les points moment cinétique par rapport a O dans R, noté o ,0(M) le vecteur :
ui le constituent ont le méme vecteur vitesse. . — —
d ogi0(M)=0M A ?QZMOMA I—f%

Cas d’un mouvement plan

Dans le cas d’un mouvement dans un plan 2 orthogonal & € dans lequel les angles sont
orientés par €, ona :

Définition : Solide en rotation autour d’un axe fixe oM = mr0@.

Un solide . est dit en rotation autour d’un axe A fixe dans un référentiel Z si le solide
reste lié a I’axe A au cours de son mouvement.

Solide en rotation autour d’un axe fixe

D’un point matériel par rapport a un axe orienté

Vitesse angulaire

Définition : Moment cinétique par rapport a un axe orienté

Soit un point matériel de masse m de position M dans un référentiel 2, A un axe orienté
par € unitaire et O un point quelconque de A. On nomme moment cinétique par rapport
a Paxe A le scalaire o4 (M) =0 ,0(M)- €.

Définition : Vitesse angulaire

Le mouvement de tout point M d’un solide ¥ en rotation autour d’un axe fixe A est
circulaire autour de 1’axe A. Il existe de plus une pulsation w(f) commune a tous les
points M, nommée vitesse angulaire de rotation autour de I’axe A et telle que le vecteur
vitesse est donné, a chaque instant ¢, par :

T(M)(D) = ryw(t)eg Indépendance du point choisi
avec - Le moment cinétique par rapport a I’axe A est indépendant du point O le long de I’axe
’ A choisi pour sa définition.

e ey le vecteur orthoradial des coordonnées cylindriques d’axe A,

e 1y la distance de M a I’axe A, constante,
Cas d’un mouvement plan

o et w(t) la vitesse angulaire, indépendante de M.

Coordonnées cylindriques
On peut écrire :
o/a(M) = mr?0.

Moment cinétique par rapport a un point
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Purement géométrique : paramétre d’impact
La valeur absolue de o4 (M) peut s’écrire :

lo/a(M)| = mub,

avec v le module de la vitesse et b le paramétre d’impact, c’est-a-dire la distance a
laquelle M passerait de I’axe A, si sa trajectoire était rectiligne dirigée par le vecteur
v(M).

Définition : Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe fixe

Soit un solide .% en rotation dans un référentiel Z i la vitesse angulaire Wy = wg €
autour d’un axe A fixe dans 2, orienté par un vecteur unitaire €. Le moment cinétique
par rapport al’axe A est proportionnel a wg et on nomme moment d’inertie par rapport
al’axe A, notée Ja, la constante telle que :

Moment cinétique d’un systéeme

Définition : Moment cinétique d’un systéme
On définit le moment cinétique par rapport a un point d’un systeme de points matériels aA(F) = Tawz.
comme la somme des moments cinétiques de chacun des points matériels qui le consti-
tuent.

N N
0210(F) =) 0z/0(M)) =Y OM; A pz(M;).
i=1 i=1

Déterminer le moment cinétique par rapport a un axe orienté A d’un ensemble de trois points
matériels My, Mp et Ms : Exemples de moments d’inertie

e M décrivant un mouvement circulaire uniforme de rayon R; a la vitesse v; dans le sens

direct autour de A dans un plan orthogonal a A noté &2, A
m/2 m/2
0
e M, décrivant un mouvement circulaire uniforme de rayon R, a la vitesse v, dans le sens a a
indirect autour de A dans le méme plan &2,
A
. " . . A m/2e——em/2
e Mj décrivant un mouvement rectiligne uniforme de vitesse v3 dans le méme plan 22, la a
distance entre la droite de sa trajectoire et A étant Rs.
A
m
—eo
Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe fixe a
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- 2 2 R~ 5 X . -
o o Ja,=mb"+c)/3 Définition : Moment d’une force par rapport a un axe orienté
_ 2, .2 =
¢ Ja,=mla+c)/3 e A un axe orienté par un vecteur e,
o Ja,=m(a®+b*)/3 .
 un point matériel de position M, soumis a une force F,

» Ja, maximal quand les masses s’éloignent le plus ¢

P

A, « et O un point quelconque de A.
arallélépipede rectangle - . . - — o,
p2a 2 bpxpzc uni forrnge e Ja, ne fait pas intervenir la dimension selon A On nomme moment de la force F par rapport a A le scalaire M p(F) = 4,o(F)- e
Ay Ay

Indépendance du poipt de calcul
A Le moment de la force F par rapport a I’axe A est indépendant du point O le long de

A
I’axe A choisi pour sa définition.
21 21
cylindre plein uniforme cylindre creux uniforme .
Bras de levier
1, mR?  ml? ) 1, ml?
Ja=gmR" Ji=——+— Ja=mR" ]y =SmR"+——
Définition : Bras de levier .
—>
Soit F une force et A un axe orienté. On définit F; la composante de F orthogonale a
A.
s
On nomme «bras de levier » par rapport a un axe A d’une force F exercée sur un point
matériel de position M la distance d = HH' entre
Définition
e 'axe A,
sgs _mzm ] 2 A . ==
Définition : Moment d’une force par rapport a un point e etladroite D= (M, F )
—
Soit un point matériel de position M, soumis a une force F et O un point quelconque.
0 . e By O A D On a alors :
n nomme moment par rapport a O de la force F le vecteur #,o(F)=OMA F.
—> P FJ_ d si ? tend 2 faire tourner le PM autour de A dans le sens positif défini par s
M (F) = N
- FJ_ d si I tend a faire tourner le PM autour de A dans le sens négatif
Exercice

1. On place une masse m sur une brouette, a la distance d de I’axe des roues. On cherche

Définition N PR SN
a soulever la brouette en exergant une force F sur I’extrémité des poignées situées a la
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distance D de ce méme axe. Comparer les moments du poids de la masse m et de la force
F et commenter.

2. Justifier la position des poignées de porte, sur le coté opposé a 1’axe de rotation.

Moment résultant des forces

Définition : Moment résultant d’un systémes de forces
Le moment résultant d’un systeme de N forces F N appliquées en différents
points {P;};=1_n d d’un objet est la somme des moments des différentes forces.
On notera ¢/, un moment par rapport a un point :
N N
—_— _—r — —_ —
Mio=) Mo(F)=) OP;AF;.
i=1 i=1
On notera .4 un moment par rapport a un axe orienté A de vecteur unitaire directeur

—
e -

N N R
Min=) MINF) =€ - (Z OaP; /\Fi),

i=1 i=1

avec O un point quelconque de I’axe A.

Couple

Actions sur un solide

W
/\
R
Mya
P

Roue avant d’un vélo retourné sur sa selle

Liaison pivot

Définition : Liaison pivot

Une liaison pivot est un dispositif mécanique per- |
mettant la rotation d’un objet autour d’un axe fixe

tout en empéchant la translation selon ce méme

axe.

Par rapport a un point

Définition : Couple d’un systéme de forces
On nomme couple un systeme de forces dont la force résultante est nulle mais dont le

-
moment résultant en un point O quelconque, noté €, est non nul.

Indépendance du point de calcul
Le moment d’un couple est indépendant du point par rapport auquel on le calcule.

Théoréme : du moment cinétique par rapport a un point de vitesse nulle
Soit un point matériel de masse m de position M dans un référentiel 2, galiléen et O

un point de vitesse nulle de ;.
La dérivée par rapport au temps dans 22, du moment cinétique en O du point matériel

est égale au moment en O de la résultante F des forces qui lui sont appliquées :

(d”’O(M))g = Hio(F)
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Par rapport a un axe fixe

1. Déterminer graphiquement les bras de le-
viers par rapport a ’axe A des différentes
forces appliquées sur le solide en rotation
ci-contre.

Théoréme : du moment cinétique (axe de vitesse nulle)
Soit un point matériel de masse m de position M dans un référentiel % galiléen et A un
axe de vitesse nulle de Z,.

La dérivée par rapport au temps dans 2, du moment cinétique par rapport a A du point
matériel est égale au moment en A de la résultante F des forces qui lui sont appliquées :

(42809) _
&

2. En déduire I’expression du moment résul-
tant qui lui est appliqué.

3. Que peut-on dire de 1’action des forces }_75
—>

dr et Fy.

Solide en rotation autour d’un axe fixe

Théoreme : du moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe‘fixe
Soit .# un solide en rotation autour d’un axe orienté A fixe dans un référentiel %, ga-
. Lo . liléen, /5 le moment d’inertie de . par rapport a I'axe A et wg, la vitesse de rotation
Actions intérieures et extérieures autour de A dans %,.

Le produit de J et de la dérivée temporelle de wg, est égal au moment résultant par
rapport a I’axe A des seules forces extérieures :

Loi du moment cinétique par rapport a un point fixe
Soit . un systéme non ponctuel fermé et O un point fixe d’un référentiel 2, galiléen. dog,

La dérivée par rapport au temps dans 2, du moment cinétique par rapport a O dans %, Ja ( dr L = Mextia-
du systeme est égale au moment résultant par rapport a O des seules forces extérieures s
qui lui sont appliquées :

= Mext/0-

(dUﬂg/o(y))
R Modele

dz

Définition : Pendule pesant
Un pendule pesant est un solide en rotation sous I’effet de son poids autour d’un axe fixe.

Exercice Actions exercées
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Moment du poids
L action de la pesanteur sur un systeme . de masse m peut étre décrite comme une force

P= mg appliquée au centre d’inertie G du systeéme, c’_e)st-éﬂ{e tglle que son moment
résultant par rapport a un point O quelconque est .#,;o(P)=OGA P.

Travail et énergie potentielle du poids d’un solide
Le travail élémentaire des forces de pesanteur exercées sur un solide de masse m, dont
I’altitude z du centre d’inertie varie de dz, est W = —mg dz. On peut donc leur associer

I’énergie potentielle de pesanteur :

Epot = Mgz + cste.

Equation différentielle d’évolution

Synthése

XTC

6/Q(rad)

Equilibre d’un solide en rotation

Equilibre d’un solide en rotation
Les positions d’équilibre d’un solide .# en rotation autour d’un axe fixe A sont celles ou
le moment résultant en A des forces extérieures qui lui sont appliquées est nul.

Dans le cas d’un pendule pesant sans frottement, le centre d’inertie G est a ’aplomb
de Paxe A quand ¥ est a ’équilibre. La position d’équilibre est stable si G est «au-

dessous » de 1’axe A.

Dispositif

Fil de torsion idéal
On consideére un fil de torsion tendu d’extrémités O et A, le vecteur unitaire e dirigé de

O vers A et on fixe un solide .# en O.
Quand le solide . a tourné d’un angle 6 autour de 1’axe A = (OA) orienté par € par

rapport au fil non tordu, le fil exerce sur . un couple de rappel €.
Le fil est dit idéal s’il existe une constante positive K, dite de torsion, telle que :

6x=-K0,
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Equation différentielle d’évolution Constante des aires

Définition : Vitesse aréolaire
Soit un point M animé d’un mouvement plan repéré en coordonnées polaires (r,0) de
centre O. On définit la vitesse aréolaire v4 comme la dérivée par rapport au temps de

I’aire A balayée par le rayon vecteur O—M, VA= a

Equation canonique harmonique

Théoréme : Constante des aires
]Aé + K8 =0. Onavy= %rze = 0o/(2m). Dans un mouvement a force centrale la vitesse aréolaire est

donc une constante, nommée constante des aires :
mouvement harmonique, de pulsation Q = /K/J. ’

 D’aire balayée pendant une durée At par le rayon vecteur OM est proportionnelle a
At,

e en particulier, le mouvement de M autour de O s’effectue toujours dans le méme
sens.

Force centrale

Définition : Définition

La force F a laquelle est soumis un point matériel situé au point M d’un référentiel 22
est dite centrale s’il existe un point O fixe de Z tel que F reste toujours colinéaire a OM
au cours du mouvement de M.

Illustration

Conservation du moment cinétique et planéité

r+dr —
dOM

Théoréeme : Conservation du moment cinétique et planéité ‘
Soit un point matériel soumis a une force centrale de centre O fixe dans un référentiel o " ™

S £ d A est la moitié de I’aire du parallélogramme

. pox) e —> 2
o Le moment cinétique en O, 0,0(M) = 0 pe;, est conservé. Les aires A; et A, balayées pendant un méme

o La trajectoire est inscrite dans le plan orthogonal & o;6(M) passant par O, ie le intervalle de temps sont égales.

plan défini par la position et la vitesse initiales. On a donc :

—_— - - 24H—
oi0(M)=mT oA Vo=mr-fe;. Energie cinétique
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Puissance et travail d’'un moment sur un solide en rotation

&c d’un solide en rotation autour d’un axe fixe
Soit un solide % en rotation autour d’un axe A orienté fixe dans un référentiel Z a la

Soit un solide .# en rotation a la vitesse angulaire wg par rapport a un axe A fixe dans
un référentiel Z et /o le moment d’inertie de . par rapport a I’axe A. vitesse angulaire wg soumis a un moment .45 par rapport a I’axe A.
L’énergie cinétique &4 de . dans £ est : La puissance du moment .4 est :

1
Eeqp = E]AwZA. P (M) = Min0 .

Son travail, quand le solide effectue une rotation de 1’angle 6; a I’angle 6, entre deux
instants #; et £ est :

17}
Wi (M) = [ Mgz dr.
5]

91—'92
€

Théoréme : de I'énergie de I’§; pour un solide en rotation autour d’un axe fi)e
La dérivée temporelle de I"énergie cinétique &c g, () d’un solide en rotation a la vitesse
angulaire wg, autour d’un axe orienté A fixe dans un référentiel galiléen %, est égale a
la seule puissance des actions extérieures. En notant .#ex/a leur moment résultant par Illustration
rapport a I’axe A,on a:

P(13)

déac%g (y ) . .
—a | ~ Mexi/NO2, - 1) .
t

‘%g \\
' —>
De méme, la variation d’énergie cinétique du solide entre deux instants #; et f est ‘IR

P(1y)
1

égale au seul travail des actions extérieures :

4]
Aéacgg(y) =/%ext/Aw@gdt. . R

151 N -

Moment conservatif

Moment conservatif

Un moment .4 par rapport a un axe A orienté subi par un solide en rotation autour d’un
axe fixe A est conservatif si et seulement si .4, ne dépend que de ’angle 0 autour de
I’axe A dans un référentiel £ et est en particulier indépendant du temps et de la vitesse

de rotation wg autour de 1’axe A.

Puissance et travail des actions
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Energie potentielle d’'un pendule de torsion Intégrale premiére du mouvement
Le couple d’un pendule de torsion est conservatif, d’énergie potentielle associée :

1 2, 1 5
éam=<§C+éap0[=cste=§]Aw +§K9 .

12
gpot = EK 9 y
avec K la constante de torsion et 8 1’angle de torsion par rapport au repos. b ' ' ' "]
05F i
Energie mécanique § or i
™
- 0,5+ .
Energie mécanique d’un solide en rotation autour d’un axe fixe
On définitI’énergie mécanique &y, 4 d’un solide en rotation, dans un référentiel %, autour -1f .
d’un axe A fixe : ErE— 0 05 1
1 X/XHI
Emz = Eep + Ept(0) = EJACUZ +Epot (0).
Indispensable
Indispensable
Théoreme
o vitesse de rotation d’un solide en rotation autour d’un axe fixe
Théoréme : de I’y pour un solide en rotation autour d’un axe fixe o définition des moments (cinétique et d’une force), bras de levier, paramétre d’impact

Dans un référentiel galiléen %y, la variation de I’énergie mécanique d’un solide en rota-
tion autour d’un axe fixe est égale au seul travail des actions extérieures non conserva-
tives.

En notant P nc leur puissance, on a a chaque instant :

déma,
( - f>) dext,nc-
dt Le
g

» expression du moment cinétique par rapport a un axe a I’aide du moment d’inertie
pour un solide

o propriétés générales du moment d’inertie

¢ théoremes du moment cinétique pour un point matériel, loi pour un solide

 théorémes de I’énergie cinétique/mécanique pour un solide

« intégrales premicres du pendule pesant et du pendule de torsion

Pendule de torsion
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